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ABSTRACT

This article considers the role of Advanced Mathematical Thinking (APM) and the importance of some
mathematical software that is decisive in the development of teaching and learning mathematics. In this
sense, students of Educacion Media Superior (EMS) have as a background the study of mathematics to
enter Higher Education; therefore, there is a need to use mental structures generated by the combination
of process and concept to qualitatively arrive at another type of mathematical thinking, what Tall (2002)
calls procept. The definition and characteristics of Advanced Mathematical Thinking are also considered;
as well as some of the investigations that have been developed around it; finally, the implications of the
use of mathematical software in the learning of mathematics by students are analyzed.
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RESUMEN

En este articulo se considera el papel del Pensamiento Matematico Avanzado (PMA) vy la importancia de
algunos softwares matematicos que son determinantes en el desarrollo de la ensefianza vy el aprendizaje
de la matematica. En este sentido, los estudiantes de Educacion Media Superior (EMS) tienen como ante-
cedente el estudio de la matematica para ingresar a la Educacion Superior; por lo tanto, se plantea la ne-
cesidad de utilizar estructuras mentales generadas por la combinacion de proceso y concepto para arribar
cualitativamente a otro tipo de pensamiento matematico, lo que Tall (2002) llama procepto. Se considera
también la definicion y las caracteristicas del Pensamiento Matematico Avanzado; asi como, algunas de las
investigaciones que se han desarrollado en torno a él; finalmente se analizan las implicaciones que tiene el
uso del software matematico en el aprendizaje de la matematica por parte de los estudiantes.
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PROEMIO

Para transitar de la matematica basica a lo que Tall (2002) llama Pensamiento Matematico
Avanzado (PMA) se ha considerado la posibilidad de conectar la matematica de la Educacidon
Basica y Media Superior con la de la Educaciéon Superior. El PMA que comienza con la mate-
matica del ultimo afo de la escuela secundaria puede llegar hasta la matematica formal. Tal
pensamiento lleva implicitos razonamientos propios de la matematica como la abstraccién, la
generalizacidon e incluso la demostracion, la cual, a pesar de que representa una buena opcidn
para desarrollarla con los estudiantes, no se ha incluido en la educacién secundaria y media
superior por diversas razones. Al respecto, se han de aclarar dos circunstancias: la primera es
qgue las formas de pensamiento descritas sirven para resolver problemas en el contexto ma-
tematico, ello significa que el PMA en los estudiantes de Educacion Media Superior (EMS) no
representa un acercamiento al marco conceptual de la matematica formal o contemporanea,
sino a la compresidn y uso de sus procesos. La segunda es que muchos de los conocimientos
gue los estudiantes construyen no se encuentran en la estructura curricular de la EMS, y desde
el punto de vista de los docentes de matematicas son considerados erroneos o inadecuados.

Las circunstancias descritas fueron estudiadas inicialmente por Tall (2002) para recuperar
las argumentaciones formales en el proceso que implica hacer matematicas. Asi, en este articulo
se presentard la definicion de PMA para analizar la construccion de conceptos matematicos que
los estudiantes de la EMS deberian tener presentes cuando enfrentan situaciones a-didacticas.!
Después, se pondra de manifiesto el hecho impreciso que Cantoral et a/., (2012) y la investiga-
cion en Educacion Matematica han estudiado sobre la relacion entre ensefflanza y aprendizaje
de la matematica como simple transferencia de conocimientos donde los estudiantes aprenden
mecanicamente lo que el docente comunica en clase. Luego, se discutird la perspectiva que
tienen los estudiantes con respecto a esta ciencia, y finalmente cdémo el software matematico
representa un factor importante en la demostracion y la representacion de objetos matematicos.

EL DESARROLLO DEL PMA EN LA EMS

El Pensamiento Matematico Avanzado consiste en la capacidad que tiene el estudiante de re-
presentar, abstraer y demostrar proposiciones matematicas. El desarrollo de este pensamiento
da cuenta del dominio de la competencia necesaria para la vida de los estudiantes de la EMS,
permitiendoles comunicar ideas en forma verbal, simbdlica, tabular, grafica y diagramatica; esto
con el fin de establecer conexiones profundas con las diferentes ramas de la matematica, y de
proponer ideas nuevas en la resolucion de problemas; comprender y construir demostraciones
de los teoremas que involucran a la matematica, los cuales han de enfrentar los estudiantes en
su contexto escolar.

El pensamiento creativo estd incluido en el PMA; segun Tall (2002) el proceso de repre-
sentar, analizar, sintetizar y abstraer es una forma de pensamiento matematico que incluye la
resolucion de problemas y la demostracién matematica. El PMA se caracteriza por definiciones
matematicas precisas y deducciones |égicas de los teoremas basados en ellas. El transito de la
matematica elemental hacia el PMA es dificil ya que debe darse desde una posicion donde los
conceptos matematicos se construyan a partir de una base intuitiva basada en la experiencia.
En primer lugar, se han de especificar los conceptos por medio de elementos formales, cuyas
propiedades se construyan a partir de deducciones Iégicas. Si durante este transito se mani-
fiestan simultdneamente creencias equivocadamente ligadas a los conocimientos, entonces se
produciran suficientes conflictos cognitivos que actuardan como obstaculos para el desarrollo
del PMA.

El uso de simbolismos permite ir en gran medida del Pensamiento Matematico Elemental
al PMA. Para Tall (1995) la dualidad generada de los procesos de pensamiento con los objetos
matematicos se expresa con el mismo simbolismo, y supone que estas expresiones permiten
a los docentes de matematicas de la EMS moverse entre los procesos de pensamiento y los
objetos matematicos que se encuentran en la estructura curricular de la matematica de la EMS.

La matematica elemental de la educacidon obligatoria en México se construye a partir de
percepciones y acciones con respecto a los objetos del mundo. A decir de Van Hiele (1959) al
examinar sus propiedades, analizarlas y clasificarlas se describen verbalmente para proponer
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demostraciones sistémicas que, si se dan solo como transmisién de conocimientos, empobrecen
la perspectiva de los estudiantes acerca de la matematica.

Las acciones que desarrolla el estudiante sobre los objetos en el mundo matematico se
conceptualizan. Si enfrentan conceptos y simbolismos entonces adquiere el significado de pro-
ceso y concepto. Los simbolos que representan procesos se replantean segun la forma en que
aparecen los conceptos; dicha accidon resulta cada vez mas compleja porque se propicia cierta
confusidn, provocando que se recurra al aprendizaje de procedimientos para obtener respues-
tas, en lugar de vincular ideas de manera conceptual. Tall (1995) propuso el término procepto?
al fusionar el término proceso y concepto (objeto). Los dos siguientes son ejemplos de ello.

1. El procedimiento que implica agregar algo, pasa del conteo a la suma, ambos pueden
representarse con la misma notacion.

2.La noc_ié_n de divisi_o’r_1 proceptual en el contexto de la aritmética inicia como proceso de
reparticion. La definicion formal no solo implica una correcta reparticion, sino la gene-
ralizacion de un procedimiento que permita hacer todo tipo de divisiones.

El sentido de los ejemplos anteriores en el contexto de la aritmética queda determinado por
la representacion cognitiva de las operaciones matematicas; sin embargo, en el procedimiento
algoritmico especifico persiste la dicotomia entre procedimiento y concepto. El inconvenien-
te es que con las operaciones importa mucho como se simplifica la informacién y se suple la
complejidad cognitiva del concepto o proceso por una conveniencia de notacion, proponiendo
conceptos emanados del proceso que producen los objetos matematicos y los simbolos que
los representan. La brecha existente entre la aritmética y la matematica basada en un sistema
axiomatico ha de cubrirse con una construccion cognitiva en etapas. Todos los simbolos arit-
méticos tienen significado visual como proceso y concepto; aunque, existen diferencias sutiles,
por ejemplo: la propiedad de cerradura donde la suma de dos numeros naturales es otro nu-
mero natural; aunque, la diferencia da lugar a los niumeros enteros; en cambio en la division se
obtienen las fracciones.

El transito de la aritmética al dlgebra conduce hacia nuevos conceptos, asi como del dlgebra
al calculo, ya que se plantean nuevos problemas; sin embargo, a nivel formal, los proceptos
juegan un papel menor. Una nocidn no es un concepto, sino una estructura dada por una de-
finicion especifica de las propiedades que se precisan en funcidén de un aspecto singular. En
matematicas resulta menos complicado establecer un concepto comparativo que uno métrico;
estimar y comparar la magnitud de un objeto tiene menor grado de dificultad que determinarlo
con precision.

Para construir el significado formal de un objeto matematico se requiere que los procesos
sean légicos. Mas alla de la discontinuidad que esto implica, el paso de la matematica elemental
a la avanzada deberd caracterizarse paralelamente con las estrategias para el desarrollo del
pensamiento numérico y algebraico, haciendo que los proceptos® sean cada vez mas complejos
en aritmeética, dlgebra y calculo, entre ellos pueden mencionarse los siguientes:

1. La diferenciacidn aritmética o simbdlica necesariamente llevara a la division.

2.La manipulaciéon de simbolos en expresiones algebraicas como , que solo pueden eva-
luarse cuando a una variable determinada se le asigna un valor numérico (aunque la
expresion en si pueda manipularse como un objeto matematico).

3.Los procesos de acercamiento a un valor y el concepto de limite. La mayoria de los es-
tudiantes de EMS los perciben como un proceso incompleto en lugar de un concepto.

4.Los entornos de aprendizaje erroneamente basados en tecnologias para explorar y
experimentar con objetos matematicos antes de definirlos formalmente.

El PMA requiere del razonamiento deductivo y riguroso de los objetos matematicos (que
no son del todo accesibles) aunque para algunos docentes este pensamiento esté ligado di-
rectamente con el trabajo de los matematicos. Este continuo de pensamiento matematico no
ignora las experiencias de los procesos o intuiciones del pensamiento matematico elemental.
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Figura 1. Niveles de PMA, traduccion del autor.

Desarrollo Cognitivo de los Alumnos
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Vision del Vision Formal |_| Conceplosy Visidn Técnica
Experto "| de los conceptos deducciones de los conceptos

Gréafica

Fuente: Tall, David (1996), Advanced Mathematical Thinking & The Computer. Proceedings of the 20th University Mathematics Teaching
Conference, Shell Centre, Nottingham, p. 2.

El esquema anterior permite comprender lo que sucede cuando se trabajan conceptos
matematicos con diferentes enfoques numeéricos, simbolicos y graficos; por ejemplo, para es-
tablecer las generalidades sobre la resolucion de ecuaciones de primer grado debe extenderse
el analisis a la resolucion de ecuaciones con mas de una variable, esta extension se hace casi de
forma natural a dos variables en la EMS; cuando se desea formalizarla usando la definicion de
dimensiones finitas en un espacio vectorial, los axiomas para este espacio sirven para construir
sus propiedades, pero no son presentadas a los estudiantes de la EMS. Tal extension podria
parecer natural al docente ya que implica la demostracidon de teoremas sobre espacios vecto-
riales; sin embargo, con los estudiantes la realidad cognitiva es diferente ya que intuitivamente
construyen espacios vectoriales a partir de experiencias previas. Es insuficiente considerar que
los teoremas son deducciones légicas de la definicidon porque existen también intuiciones como
las que comuUnmente hacen los estudiantes.

LA PERSPECTIVA DE LOS ESTUDIANTES SOBRE LA MATEMATICA

Pese a que muchos estudiantes de la EMS prefieren resolver problemas rutinarios y practicos,
se reconoce que algunos son capaces de hacer matematicas.* Ya desde las investigaciones
presentadas en Dubrovna (1992) y Shapiro (1992) se ha encontrado que, a partir de los resul-
tados obtenidos en el planteamiento de problemas matematicos realizados a estudiantes de
bachillerato, hubo quienes manifestaron tener dificultad para resolver los problemas; por lo
tanto, se concluyod que la capacidad de los primeros estuvo conectada con estructuras concep-
tuales que les permitié reconocer los elementos esenciales del problema sin entrar en detalles
y centrarse en las generalidades. Los estudiantes destacados mostraron un amplio repertorio
de pensamiento (razonamiento simbdlico, Iégico y visual); en cambio, los demas tuvieron po-
cas conexiones con las estructuras mencionadas, prefiriendo centrarse en aspectos especificos
para reducir razonamientos sin distinguir los detalles fundamentales de los triviales, apelando
a eventualidades y no a estrategias generales, con frecuencia erraron en los procedimientos.

Cabe senalar que es posible mejorar el desarrollo del pensamiento matematico en todos
los estudiantes mediante diferentes formas de procesamiento de datos, particularmente los que
tienden a causar divergencia entre el éxito y el fracaso. Asi se lograra plantear las diferencias de
aprendizaje entre los estudiantes, y las cualidades que hacen gque el pensamiento matematico
sea de ensefanza.®

La cuestion sobre el conocimiento conceptual y el procedimental, la determinacidn sobre
como evaluarlos y sus diferencias permiten hacer matematicas. Las relaciones conceptuales
fueron estudiadas por Baroody, Feil y Johnson (2007). A lo largo del aprendizaje de la ma-
tematica, el simbolismo actua como facilitador en el desarrollo de procesos que permiten
la construccidon de conceptos. Para resolver problemas, el desarrollo matematico inicia con
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procedimientos flexibles, los simbolos que evocan procesos se consideran como conceptos
resultantes cuyo uso genera conocimiento y otorga al estudiante de la EMS cierto poder con
respecto a la matematica.b

El hecho de no pensar flexiblemente en simbolos como procesos y conceptos hace que
el estudiante sea incapaz de pensar matematicamente. Esta situacion lo ubica en una posicion
regresiva donde prevalece la memoria, que puede funcionar en ciertos problemas; pero que
en general produce un grado creciente de incomprensiéon en etapas sucesivas debido a que es
mas dificil coordinar procesos que manipular conceptos. Asi, el estudiante que no reflexiona, le
resulta complejo el aprendizaje de la matematica porque se ve obligado a usarla y le mas dificil
ya gue no ha adoptado un pensamiento flexible para comprenderla.

EL SOFTWARE MATEMATICO EN LA REPRESENTACION DE OBJETOS MATEMATICOS

El software matematico proporciona un manejo adecuado de las diferentes representaciones de
los objetos matematicos. Cuando los algoritmos son definidos de forma adecuada, se pueden
realizar calculos relativamente faciles de programar y los aspectos numéricos y simbadlicos son
particularmente bien atendidos.” Las estructuras mentales relacionadas con las ideas matemati-
cas son mas complejas que las imagenes fisicas o simbolos que se pueden hacer con el software
matematico. Los aspectos graficos, que van desde funciones hasta imagenes tridimensionales, se
han programado con mas sencillez y con una interfaz de usuario cada vez mas accesible; esto,
propicia la generacion de ambientes mas favorables para hacer, discutir y pensar la matematica.
La informacién obtenida con las diferentes representaciones de los objetos matematicos se ha
desarrollado para asociar dinadmicamente graficas con tablas de valores correspondientes y su
formulacion simbdlica; por ejemplo, con las hojas de calculo pueden asociarse tablas con graficas
las cuales cambian segun los valores de la tabla. Es de utilidad cuando se desean graficar suce-
siones de valores o representar la solucion de una ecuacion por medio de iteraciones sucesivas.

Muchos experimentos en torno al uso del software matematico se han desarrollado con
la intencion de resaltar los distintos registros de representacion. Duval (2006) planted las ca-
racteristicas conceptuales del objeto matematico y del conjunto de reglas y manipulaciones
cognitivas del registro, con ello observd que, cuando los estudiantes hacen manipulaciones al-
gebraicas para determinar las raices, asintotas y aproximaciones significativas a los valores de
una funcidn racional, la asociacion de simbolos con sus representaciones graficas no siempre
producen los resultados previstos; un ejemplo, es el hecho de que los estudiantes, aun utilizando
graficadoras o software matematico no reconocen la grafica de la funcidn, sino Unicamente la
expresion algebraica.

Los docentes de matematicas por lo general consideran que surgen errores cuando los
estudiantes intentan relacionar la representacién algebraica de una funcidon con su grafica; asi-
mismo, las diferentes representaciones seguirdn generando a los estudiantes de la EMS poca
certeza en las conjeturas sobre raices y asintotas, lo gue muestra que no necesariamente estan
comprendiendo todas las intenciones didacticas propuestas por sus docentes. Thompson plan-
tea al respecto lo siguiente:

laidea de representaciones multiples, como se ha construido, no ha sido cuidadosamente pensada, y la construccion
principal que necesita explicacion es la misma idea de representacion. Las tablas, los graficos y las expresiones
pueden ser representaciones multiples de funciones para nosotros, pero no he visto evidencia de que sean represen-
taciones multiples de algo para los estudiantes. De hecho, [...] no estoy convencido de que sean representaciones
multiples incluso para nosotros, sino que pueden ser areas de actividad representacional entre las que, [...] hemos
construido conexiones ricas y que nuestro sentido de “referente comun” entre tablas, expresiones y graficos solo
sea una expresion de nuestro sentido, desarrollado a lo largo de muchas experiencias, que podemos mover de
un tipo de actividad representacional a otra, manteniendo la situacidn actual de alguna manera intacta. Dicho de
otra manera, el concepto central de “funcidn” no esta representado por ninguna de las cominmente llamadas
representaciones multiples de funcién, pero en cambio nuestras conexiones entre actividades representativas
producen un sentido subjetivo de invariancia. Traduccion del autor (1994: 24).

Es cierto que se ha elaborado una teoria cognitiva relacionada con el desarrollo del PMA;
sin embargo, el lugar donde el pensamiento matematico elemental se convierte en avanzado
aun no se ha definido con precision. Los procesos cognitivos que intervienen en la resolucion
de problemas con conceptos matematicos avanzados implican la representacidn, translacion
y abstracciéon; toman en cuenta el nivel de los estudiantes. Entre el pensamiento matematico
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elemental y el PMA debe originarse una transformacién que ayude a superar la dependencia
que el estudiante tiene hacia el docente para desarrollar el pensamiento deductivo y por ende
practicar la demostracion matematica como actividad frecuente en la clase de matematicas.

EL SOFTWARE MATEMATICO EN EL DESARROLLO DEL PMA

Silos estudiantes de nuevo ingreso a la Educacidn Superior muestran un PMA, entonces se puede
presumir que el software matematico fue util en tal desarrollo. Para Tall (2002) la generalizacion
de conceptos abstractos es mas dificil que la generalizacion necesaria para enfrentarse con ele-
mentos particulares, estas dificultades son de sumo interés no solo en la literatura matematica,
sino también en la literatura sobre educacion matematica. En la actualidad existen suficientes
medios para facilitar la enseflanza y el aprendizaje de la matematica en la EMS; es el caso del
software que se disefla mediante ideas formales e incluso utiliza un lenguaje cuya sintaxis es muy
cercana al lenguaje matematico, esto permite consolidar el trabajo con estudiantes de la EMS y
generar intuiciones para construir ideas formales mas generales. En geometria, por ejemplo, la
secuencia de pasos en una demostracion formal no es lo suficientemente obvia como lo seria
con el uso de programas como el Cabri o Sketchpad que permiten construir figuras geomeétricas
gue se manipulan para establecer ideas que sugieran teoremas, los cuales por si mismos deben
ser demostrados en el sentido axiomatico.

En la ensefianza del Calculo se ha recurrido a softwares como Mathematica, Maple o Derive
y a calculadoras graficadoras que incluyen al Cabri, Derive, Geogebra o aplicaciones similares;
sin embargo, estos sélo se concentran en facilitar cuestiones técnicas, y no en las que impli-
can la reflexion y construcciéon de conceptos por parte de los estudiantes.? Con el software
matematico actual es relativamente facil programar operaciones que incluyen procedimientos
operativos como calculos numéricos y manipulaciones simbadlicas; ademas, se pueden realizar
calculos numéricos subyacentes para representar imagenes y proporcionar una interfaz para
manipular imagenes y graficas; también, es posible vincular representaciones numéricas, sim-
bolicas y graficas a pesar de que los limites no se determinen con precision numérica.

Para analizar como la ensefanza del calculo esta vinculada con las ideas numéricas y sim-
bdlicas, Tall (1996) desarrolld un software matematico para verificar si las ideas conceptuales
visuales de los estudiantes sobre el reconocimiento de funciones no diferenciables® se conforma-
ron desde el Ultimo afno de la secundaria o los primeros semestres del bachillerato. Supo que la
grafica de una funcion diferenciable es localmente recta; se observo que los estudiantes utilizaron
a la tangente como una forma de aproximar numéricamente la grafica, pero no determinaron
la derivada de la funcidén como recurso para encontrar dicha tangente. Esto le sirvié a Tall para
gue su software se centrara en ofrecer una secuencia de aproximaciones que mostraran que las
funciones son practicamente indistinguibles de la aproximacidon numérica, y las cuestiones de
estabilidad de la solucion en funcidn del valor inicial pudieran plantearse desde el principio. En
la figura 2 se muestra un ejemplo de cdmo la porcion de la grafica y=senx hecha con GeoGebra,
entre x=3 y x=3.2 y entre y=0 y y=0.4 parece (localmente) una recta, de igual forma se muestra
una sucesion de valores evaluados en la funcion para comprender lo que sucede cuando x—r'’

Figura 2. Valores sucesivos de la funcion

04

x flxg)
3 0.1411200081
03 3.1 0.04158066243
3.14 0.001592652916
3.145 0.0000592653555

3.1459 0.00000926535897
3.141592 0.000000265358979

26

Fuente: Elaboracion propia, grafica y datos obtenidos con GeoGebra
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El INEE (2019) planted que, desde la Reforma Integral de la Educacidon Media Superior
en 2008 y hasta la implementaciéon del Nuevo Modelo Educativo para la EMS en 2017, existen
obstaculos para garantizar la calidad de la educacion. En tales reformas los planes de estudio
practicamente se han centrado en proponer guias conceptuales que muestren a los estudiantes
el poder de la matematica; mas no, los casos especiales donde falla (la comprensiéon del con-
cepto de derivada es muy compleja e indispensable para el desarrollo de muchas aplicaciones;
no obstante, en su enseflanza poco se sefalan los casos donde no funciona). Cabe sefalar que
quienes usan didacticamente el software matematico para la ensefanza del Calculo amplian las
nociones matematicas y captan mas facilmente la idea conceptual para mostrar no solo dénde
funcionan, sino también dénde pueden fallar.”

COMBINACION VISUAL Y SIMBOLICO

La matematica de la EMS en México se caracteriza por enfatizar el aspecto procedimental y
simbodlico de los objetos matematicos. A decir de Gomez (1996) los estudiantes en este nivel
construyen los conocimientos matematicos de forma segmentada y generalmente por medio
de algoritmos con los que transforman unas expresiones en otras. En las propuestas para la
ensefanza de la matematica, el NCTM (2000) insiste en plantear una evolucidén tal que les
permita a los estudiantes construir conocimientos matematicos de manera equilibrada a fin de
gue interactuen con los diferentes sistemas de representacion, el software matematico y los
diferentes recursos disponibles que se han propuesto como una posibilidad ante esta situacion.

Hasta el momento se han desarrollado muchas investigaciones como las de Dunham y Dick
(1994), Balacheff y Kaput (1996) y Ruthven (1996). Ellos concluyeron que el uso del software
matematico trae beneficios a la ensefanza y el aprendizaje de la matematica en la EMS, aunque
no son determinantes del todo. Las investigaciones desarrolladas por Palmiter (1991) mostraron
gue el software matematico sirve para graficar funciones y es pertinente para la manipulacion
de simbolos; ademas, resulta significativo en los estudiantes que lo utilizaron, aunque probable-
mente los estudiantes que usaron el software matematico obtuvieron mucha menos practica en
el dominio de técnicas, pero esto no impidid el desarrollo de habilidades para llevar a cabo las
manipulaciones manuales. Davis, et al., (1992) encontraron que cuando los estudiantes utilizan
software matematico para el aprendizaje de conceptos matematicos no tienen desventajas en
los cursos avanzados de matematica; concluyen que tales estudiantes vieron a la matematica
con una perspectiva diferente.”?

Autores como Monaghan, Sun y Tall (1994) cuestionan el uso del software matematico
porgue consideran que sus procedimientos carecen de sentido; asi que, concluyen que los
estudiantes aprenden secuencias de pulsaciones; no, procedimientos matematicos. Tall (1996)
pidid a los estudiantes que explicaran el significado de la siguiente expresion:

. flx +Ax) — f(x)
im

Ax—0 Ax

Los estudiantes que no usaron Derive dieron explicaciones tedricas satisfactorias, aunque
no ejemplificaron; por otro lado, ningun estudiante de los que usaron el software matematico
explico tedricamente, y muy pocos utilizaron la palabra diferenciar. Los estudiantes que usaron
Derive dieron ejemplos, sustituyeron f{x) con un polinomio y realizaron una secuencia de pulsa-
ciones para calcular el limite propuesto.™

ERRORES COMPUTACIONALES

La programacion, como sistema numérico y lenguaje, tiene como principal limitante la exactitud
de sus resultados. Liy Tall (1993) investigaron si los estudiantes comprenden la formalidad de los
conceptos del curso de calculo, utilizando programas a partir de la intuicion. Encontraron que en
la mayoria de los casos existen errores graves al trabajar con series, ya que el tiempo empleado
es mayor al que se invierte de forma manual. Los estudiantes supusieron que al incrementar los
términos de la serie aumentaria su convergencia indefinidamente, generando rechazo por el
axioma de totalidad." Este efecto didactico es denominado por Ortega (2014) como errores de
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reconocimiento grafico de conceptos que ilustra las dificultades que presentan los estudiantes;
su utilidad radica en generar cambios en la comprension de conceptos desarrollados en la clase
de matematicas, y las modificaciones al significado de los términos sustantivos.

Otro ejemplo es el caso de dos conceptos fundamentales y complejos que se tratan en la
clase de calculo, tiende a y el Iimite de. En matematicas la tendencia significa la aproximacion
progresiva que tiene una funcién o variable a un valor especifico, pero que no se logra alcanzar.
Por ejemplo, en la division de cualquier nimero por cero, cada vez que el divisor es progresi-
vamente mas pequeno, el resultado de la divisidon se torna cada vez mas grande, lo cual puede
escribirse como sigue:

a . a Conveniencia matematica que
En b si b — 0 entonces b - ®© plantea que un numero dividido por

cero es una indefinicion.

Una de las nociones complejas del PMA es la de /imite por ello su enseffanza en la EMS
debe realizarse por medio de un analisis profundo que inicie con la discusion epistemoldgica del
concepto. Matematicamente hablando, limite es una magnitud fija donde los términos de una
sucesion se aproximan entre ellos. En el contexto de la EMS hay imprecisiones en su definicion y
aplicacion; sin embargo, el planteamiento riguroso y formal que implica un nivel de abstraccion
mayor no resulta apropiado para los estudiantes de la EMS.

EFECTOS DE LOS SISTEMAS COMPUTACIONALES EN LA DEMOSTRACION MATEMATICA

Muchas de las aplicaciones y software matematico para el manejo de conceptos y operaciones
se centran mas en obtener resultados que en mostrar los procesos; en la mayoria de los casos
se observan errores de captura o introduccion de operaciones que llevan a resultados erroneos.
Existen casos con respecto a la demostracion matematica que son insuficientes; por ejemplo,
las graficas de las funciones no diferenciables, como la del valor absoluto con la que se puede
trabajar la integracion por partes para desarrollar la no diferenciacion y la discontinuidad. En
dichos casos el software matematico sigue centrandose en aspectos técnicos de la matematica;
pero no, en los procesos que implica una demostracion formal.

En la demostracion de un teorema es comun que se cometan errores que suelen ser graves
porgue, a pesar de gue se detectan oportunamente, se usan para adaptar nuevas situaciones;
incluso, se han aceptado los errores como proposiciones demostradas; por lo cual, lejos de plan-
tearse en términos de sus efectos negativos sirve para contribuir a la correccion y produccion
de conocimiento. El software matematico esta diseflado para motivar conceptos y en ocasiones
facilita la modelacién de funciones; pero, por lo general no poseen criterios que distingan al
teorema de la demostracion; ademas carece de criterios para diferenciar proposiciones simples
de las complejas, sélo es valida desde una perspectiva que valora los componentes de cada
secuencia sin considerar aquellas que carecen de sentido o son auxiliares hacia una configu-
racion importante: se basa en un criterio semantico, pero no sintactico; de ahi su incapacidad
diferenciadora.

Los errores en el software matematico juegan un papel diferente con respecto a los que se
puedan cometer en la demostracion. Si la intencidon es obtener un resultado correcto y generar
conocimiento a partir del error, entonces el software matematico no es la mejor opcidén. Esta
condicidén basica que debe satisfacer todo programa obliga a establecer un criterio basico de
verificabilidad.

Es importante considerar que el uso del software matematico debe propiciar el desarrollo
del PMA;® |lo cual, implica la reelaboracion del concepto de demostracion matematica a partir
de dos aspectos que parecen limitar su uso: por un lado, esta la verificabilidad directa y por el
otro, la infalibilidad. Las demostraciones realizadas con ayuda del software matematico indican
gue esos aspectos estan ausentes, por ello el concepto de demostracidon debe ajustarse a una
nueva praxis que requieren de la ayuda del software matematico.
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REFLEXIONES

La evidencia acumulada en las diferentes investigaciones ha mostrado que queda mucho por
hacer para comprender los efectos que produce la utilizacion del software matematico en el
aprendizaje de los estudiantes de la EMS. El software es usualmente programado para operar
a un nivel técnico mas que en un nivel formal; por lo general es llevado fuera de los procesos
internos dando a los estudiantes una nueva, mas no necesaria, vision de los procesos y conceptos.
Puede usarse libremente para estudiar y analizar los diferentes tipos de visiones conceptuales,
aungue los procedimientos simbodlicos sigan siendo secuencias donde sdélo se deben oprimir
teclas.

En el contexto escolar de la EMS, ante la necesidad de terminar un programa de estudios
se presiona a los docentes para que supriman las ideas conceptuales en favor del dictado de
conceptos que se utiliza en el software matematico. Es preciso aclarar que, en la medida en que
los docentes de matematicas utilicen adecuadamente el programa, las concepciones clasicas
comenzaran a cambiar para adaptarse a las necesidades de los contextos actuales; aunque la
prueba definitiva para los docentes de matematicas seguird siendo el disefio de estrategias, a
lo que Sanmartin (2019) llama proceso de transposicion didactica externa que permite llevar
nuevos contenidos matematicos a la EMS.

Sigue siendo importante cuando los docentes de matematicas aprovechan las oportunidades
gue se les brindan para utilizar el software matematico. Para concebir a la matematica desde
un referente cognitivo y creciente del aprendizaje, se requiere de observaciones y experimen-
taciones cuidadosas y una profunda reflexion sobre lo que esta sucediendo con el aprendizaje
de la matematica en la EMS, teniendo en cuenta el amplio espectro de necesidades y los estilos
de aprendizaje que tienen los estudiantes.
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Notas

1 La situacion a-didactica es uno de los conceptos fundamentales de la Teoria de Situaciones Didacticas de Brousseau (1998).
Esta situacion produce aprendizajes por adaptacion y sélo puede comprenderse a través de la relaciéon que sostiene con las
situaciones didacticas. En la situacion didactica el docente disefia y plantea un objetivo de ensefianza para aprender un conoci-
miento matematico, y en la a-didactica se considera la interaccién que confronta el estudiante con el contexto (medio impersonal
sin intenciones didacticas) donde se desenvuelve para resolver un problema.

2 Para hacer matematicas es necesario usar estructuras mentales que se generan al combinar un proceso y un concepto, lo que
conduce cualitativamente a un diferente tipo de pensamiento matematico. La dualidad proceso- concepto, particularmente en el
simbolismo representa un proceso y el producto de ese proceso es lo que Tall (2002) llama procepto.

3 Otro ejemplo de procepto es cuando se aprende a contar, cuando se comprende que, sin importar el orden del conteo, el resultado
al final es el mismo. Se arriba a la concepcién de nimero, en este sentido ese nimero se convierte en un procepto. La teoria del
procepto establece que las dificultades de aprendizaje en matematicas dependen de los conocimientos previos que se hayan
consolidado; por ello son diferentes entre un estudiante y otro, cuando un estudiante debe transitar de la suma a la multiplica-
cion y construir el concepto de este Ultimo, lo cual no es facil. Las dificultades encontradas en el aprendizaje del algebra estan
estrechamente relacionadas con lo que se sabe antes, sin este conocimiento previo es casi imposible interpretar los simbolos
asociados a lo que en aritmética se llama cantidades, lo mismo sucede con el célculo, no podra llegarse a la comprension de
razén de cambio sin antes comprender lo que es proporcion.

4 La incorporacién de un conglomerado de conceptos matematicos tedricos en la estructura curricular de la EMS y el hecho de
plantear, desde una vision simplista, que en el aprendizaje de la matematica los estudiantes pasan por las mimas etapas, pero
en ritmos diferentes. Este fue un error que se dio en México en la década de los 60; lo que hizo suponer que algunos estudiantes
estaban mas dispuestos al éxito que otros. Esto propicié que la ensefianza de la matematica considerara que el enfoque fuera
diferente para los estudiantes de los niveles educativos previos al universitario. Al igual que lo sucedidoen los afios 60, en la década
de los 80 y 90 se reconocié como falla que en la EMS se habian omitido contenidos importantes y necesarios de la matematica
que se creian dificiles; esta accion dejé a los estudiantes poco preparados para la matematica universitaria.

5 En el estudio del PMA esto es muy importante, ya que aun siguen siendo pocos los estudiantes que ingresan a la Educacion
Superior a estudiar matematicas. En 2015, la Facultad de Ciencias de la UNAM reportd que solo 13.9% de los aceptados
seleccioné matematicas como carrera; lo que sugiere cierto desarrollo de pensamiento matematico avanzado, aunque al final
muchos de ellos no lograron sostener un nivel adecuado durante su estancia en la universidad. Las razones por las cuales los
estudiantes terminan no prefiriendo carreras universitarias relacionadas con la matematica quiza se remonten a experiencias
anteriores en la clase de matematicas en la EMS donde con frecuencia recurren a un enfoque de ensefianza con base en una
rutina de procedimientos.

6 La opezacién 3 + 2 implica un proceso llamado adicién que llevara a la construccién del concepto suma, de igual forma el sim-

bolo ” = & implica un proceso llamado proporcién que eventualmente permitira la construccion del concepto de relacion, asimismo

. dy
. 1 - d. . . . . N . s . g
las operaciones fm £CO, Gy [16) implican procesos, correspondientemente llamados tendencia, diferenciacion e integracion,

los cuales llevan a la construccion de los conceptos de limite, derivada e integral.

7 El software matematico es usado por los docentes para mostrar a sus estudiantes diversos problemas matematicos y ayudarles
a la resolucion de problemas. Esta tecnologia, incorporada a la clase de matematicas, ofrece a los docentes y estudiantes los
recursos y herramientas que facilitan la ensefianza y aprendizaje de los objetos matematicos contenidos en la estructura curricular.

8 Cuando Stoutemeyer produjo MuMath, el predecesor de Derive tuvo la intencion de centrarse en aspectos técnicos para proveer
a los ingenieros de un recurso con la informacién que se tenia en libros llenos de férmulas. La idea de usar el programa con
propésitos conceptuales en educacion fue una consideracion secundaria que emergié mucho después.

9 Las funciones diferenciables parecen rectas cuando se amplian demasiado, con la funcion no diferenciable no ocurre lo mismo,
podria tener un gradiente a la izquierda o la derecha o podria estar muy agreste en todas sus ampliaciones.

10 Aunque con dicho procedimiento no se asegura la convergencia general, es posible encontrar con otros métodos la solucién
numérica del punto donde la gréafica (y=senx) corta al eje x usando aproximaciones sucesivas a partir de un valor inicial y linea-
lizando la funcién con rectas tangentes en los valores supuestos, tal y como lo hicieron los estudiantes al usar la tangente para
aproximar el valor que representa la solucion. Los valores sucesivos son las abscisas del punto donde la tangente a la grafica
de la funcién en un punto x_ corta al eje x

11 No es coincidencia que los cursos o talleres basados en una teoria del desarrollo cognitivo donde se oferte el aprendizaje del cal-
culo con el uso de software matematico sean los mas concurridos en los congresos o reuniones, en especial por los docentes que
buscan alternativas que les permitan desarrollar sus cursos de forma mas accesible, pero sin sacrificar la rigurosidad matematica.

12 Enfocarse en ciertos aspectos y descuidar otros puede hacer que lo descuidado se atrofie; por ejemplo, los estudiantes al utilizar
el software matematico para encontrar las derivadas y graficar funciones no tienen que sustituir valores numéricos para obtener
una tabla de valores que les permita graficar una funcion; esto conlleva poca practica de evaluacion numérica que es util cuando
se desea determinar una integral por sustitucion.

13 Para Monaghan (1986) los estudiantes y profesores tienen concepciones personales de la naturaleza de los numeros reales.
De hecho, existe una situacion en la que los nimeros reales no pueden entenderse sin el concepto de limite, ni los limites sin
numeros reales.

14 Lo cual no es de extrafiar, ya que la mayoria de los estudiantes de este nivel no han desarrollado completamente la comprension
de los numeros reales como aquellos que contienen a los racionales.

15 En el pensamiento matematico avanzado no basta con afirmar que las imagenes que se obtienen con el software matematico,
que se plasman en el pizarron o en el cuaderno de notas, son objetos de los que se pueden hacer manipulaciones. Lo importante
es que tal manipulacion se haga mediante imagenes que son objetos matematicos, y con las relaciones matematicas que puedan
existir con otros objetos.
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